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Inleiding

In deze skriptie wordt aandacht besteed aan n® graads polynomen

de vorm
1Y
\ _ X p+1 n
1) Pn(x) =1+ x + + o7 + o1 X oo te X,
rbij de koé&fficiénten c s <+ C_nog onbepaald zijn. Omdat ken-
J pt+1 n
1jk geldt
1 .

d .
——'{Pn(x) =1, 1 =0, vty D,
dx x=0

t Pn(x) een pe orde nauwkeurige benadering van e® in de oorsprong,
at de eerste p + 1 afgeleiden van e* in 0 eveneens de waarde 1 heb-
Polynomen van deze vorm spelen een belangrijke rol bij de nume-

ze oplossing van lineaire beginwaardeproblemen van de vorm
1Y P

’(}.— a = DH, t <t < T,
at 0 -
2) %
> -
u = uo, t = to,

*bij D een reéle mxm matrix is met uitsluitend niet-positieve eigen-
¢ g

~den dj (j=1,...,m) en spektraalradius o(D) = max |6j|.
J=1,e 0. ,m

Men kan de oplossing‘E van dit probleem in de punten
s ey s cee, ty = T benaderen door de vektoren 3; (k=0,...,N),

gegenereerd worden volgens het iteratieschema

>k _ e
uO = uO,
=& > %
Y1 - Pn(TkD)uk’ E=0, .0y N-T,
3) 4
Ty = tk+1 - tk, k=0, .o., N=1,
Y

+ D) = kP p+1_p+1 . .nn

Pn(,kD) =T + rkD + ...+ o cp+1rk D + + N kD




I de mXm eenheidsmatrix is. Pn(rkD) heet de door Pn(x) gegenereer-

lynoomoperator. Omdat Pn(rkD) een pe orde nauwkeurige benadering

n de exponentiéle operator

exp(TkD) =TI+ ) T$ D,
. 1.
1=1
j1 de vektor
- -
u(t) = exp((t—tO)D)uO, tyg <t < T

akte oplossing van (0.2) is, zeggen we dat het iteratieschema .
pe orde nauwkeurig is.

De grootte van T, in (0.3) hangt samen met de maximaal toegestane

ekfout, die het Zevolg is van de polynoombenadering van exp(TkD),
t de numerieke stabiliteit van schema (0.3). Dat laatste houdt in,
e door de rekenmachine gemaakte afrondfouten niet zodanig mogen
oeien, dat zi] afbreekfouten gaan overheersen. Bewezen kan worden,
en voorwaarde voor de demping van de afrondfouten is, dat de
raalradius van de polynoomoperator Pn(T D) niet groter is dan 1.

k
oudt dus in, dat

|Pn(Tk5j)i <1, =1, vy m

orte berekening toont aan, dat Ty 2 wat de numerieke stabiliteit

ft, maximaal gekozen kan worden, als

B hangt af van n, p en ¢ o5 C_ s

p+1° n
Voor een optimale numerieke stabiliteit moeten we dus

o5 Cp 20 bepalen,dat voor een zo groot mogelijke B formule




L) geldt. Deze B geven we aan met

B n,p) = sup B(n,p;cp+1,...,c ).

n
cp+1""’cn

max(

polynoom van de vorm (0.1), gedefinie&rd op [-B,0], waarvoor (0.L)
dt, heet een stabiliteitspolynoom, als B < Bmax(n,p) en een optimaal
biliteitspolynoom, als B = Bmax(n,p). Omdat we het polynoom (0.1)

t op zijn numerieke, maar op zijn analytische eigenschappen be-
ouwen, zullen we het niet stabiliteitspolynoom, maar minimaxpolynoom
men, dit vanwege de minimaxeigenschappen.

In deze skriptie wordt naast een abstrakte probleemstelling en een
ets van de konstruktie van optimale stabiliteitspolynomen de analy-
che konstruktie van enkele stabiliteitspolynomen van lagere orde ge-
en.

Hierbij wordt voornamelijk gebruik gemaakt van de eigenschappen
Tchebycheffpolynomen van de eerste soort en van de lineaire pro-
mering. Verder wordt aangetoond, dat

Bmax(n’p)

iratisch is in n, i.e.

Bmax(n,p) = c(p)n2 + o(ng), 0 < c(p) < 2.
wordt aangetoond door de konstruktieve bepaling van een majorant en
minorant van Bmax(n,p), beide kwadratisch in n. Om de lezer een in-
¢ te geven van het gedrag van optimale stabiliteitspolynomen, zijn
leze skriptie ook de grafieken opgenomen van gemodificeerde optimale
biliteitspolynomen. Deze grafieken zijn door de X1-plotter van het
lematisch Centrum getekend aan de hand van invoergegevens, ontleend
[2]. De modifikatie houdt in, dat het interval [—BmaX(n,p),O] is

‘ansformeerd tot het interval [-1,+1].

Tenslotte wil 1k de heer P.J. van der Houwen bedanken voor de
:ische kanttekeningen en de heer J.M. Anthonisse voor het computer-
:, aan de hand waarvan 1k een groot deel van paragraaf 5 heb kunnen

‘1jven.




robleemstelling

) e .
Pn(x) is een n~ graads polynoom in x van de vorm

X p+1 n
=1 4+ X+ ... + =+ + ...+
Pn(x) 1 X ol cp+1x c X'y

de koéfficiénten Cp+1’ +++s C. nOg onbepaald zijn. Daar blijkbaar
, dat
i
d
_an(X)II =1, 1=0, ..., Py
dx x=0

e . . X .
(x) een p orde nauwkeurige benadering van e” in O.

Het gaat er nu om, koéfficiénten c s C zodanig te bepalen,

pt+1 ’
oor een zo groot mogelijke B > 0 geldt

[P (x)| <1, -B<xc<o0.

chten dit toe aan het eenvoudigste voorbeeld:

2
—-— + .
Pg(x) =1+ x 02x

P.(x) voor negatieve c, op een veel kleiner interval tussen -1 en

grensd is dan voor positieve s beperken we ons tot positieve cye
an nu na voor welke x < 0 geldt

< 2(x) < 1.

lijk geldt, dat

1
P (x) <1, - ;; < x < 0.

r geldt, dat

1 1
PQ(X) > 1 - e’ ~ E_ <x < 0.




is dus duidelijk, dat de maximale B, waarvoor (1.3) in het

2, p = 1 geldt, de waarde 8 heeft-

fig. 1.1. Optimaal polynoom Pg(x),

x) is dus in het optimale geval van de vorm

_ 12
2(x) =1+ x + Ll

Na dit voorbeeld geven we een abstraktere formulering van

bleem.

t Pn(x) van de vorm (1.1) zijn. We defini&ren nu bij vaste B8 n
lekeurige cp+1, ey C

L) Mn,p(B;cp+1""’cn) =  max Pn(x)

-B<x<0

der definiéren we m_ _(B) als volgt
2




= inf R N .
ml’l,p(S) . in . Mn,p(B’CpH’ acn)
p+1,..., 0

Mn:p(B;cp+1,...,cn) > 1, omdat Pn(x) tenminste &én keer de waarde
neemt op [-B,0], geldt kennelijk ook, dat

mn,p(s) > 1.

gt m p(B) kontinu af van B. Daar er enerzijds R's zijn te be-
2

1, waarvoor m p(S) = 1 en er anderzijds B's zijn, waarvoor
2

8) > 1, zoals we in §3 zullen bewijzen, moet er een maximale B

waarvoor m p(B) nog juist gelijk 1 is.
9

Ne definiéren dus

B (n,p) = sup{B | m_ _(B) 1}.

max n,p

we in de volgende paragrafen zullen bewijzen, is deze Bma n,p)

2 x
totisch evenredig met n
au B j_BmaX(n,p)~ Een polynoom Pn(x) van de vorm (1.1), waarvoor

geldt, noemen we nu een minimaxpolynoom, vanwege het minimale

m, en wel een zwak minimaxpolynoom, als B < Bmax(n,p) en
serk minimaxpolynoom, als B = Bmax(n,p).
daar de sterke minimaxpolynomen (zie fig. 1.2, ..., 1.6) al uit-

; zijn behandeld in [11, [2], vermelden we daaruit slechts de vol-

=

stelling:

?n(x) van de vorm (1.1) zijn, gedefini€erd op [-B,0] en laat de
> van Pn(x) n - p keer beurtelings aan de lijnen y = *1 raken.

in tevens geldt
\n
P (-8) = (-1,

3 B = Bmax(n,p). Bewijs zie [1], p. 27.

L deze stelling niet het bestaan van dergelijke polynomen impli-
, kan ze toch als leidraad dienen bij de - analytische of nume-
- konstruktie van sterke minimaxpolynomen. We passen dit hier

> het polynoom




P.(x) =1+ x + 12 4 c x3.

3 2 3

moeten dus een punt X, vinden, waarvoor geldt &f

Pé(xo) = 0,
P3(xo) = 1,
Pé(xo) = 0

eerste stelsel heeft geen reéle oplossingen, he

>ssing x, = -4 en cg = T%' Vervolgens kan BmaX(B

maximaal getal waarvoor geldt

P3(x) > -1, x i_—BmaX(B,E).

e P3(x) in x = —%-het lokale minimum %%-aanneemt‘

¢ aan het nulpunt van de vergelijking

12 1.3 _
2+ x + 2x + 16X = 0.

.. ~ 600
blijkt, dat Bmax(3,2) 6.2¢6.

Tenslotte geven we nog voor p = 1, ..., 5 de be
¢y = lim Egézigifl , overgenomen uit [2].
n->o n
oo | e
: b
1 .2
2 .82
3 .50
i .33
5 .26

Tabel 1

de heeft als

paald worden

nax(3’2) &e-

le waarden ve
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Bovengrenzen wvan n
g B gy TP

Zoals we in 81 al terloops opmerkten, 1is BmaX(n,p) asymptotisch

nredig met ng, dat wil zeggen

B (n
. max »P)
1) lim —————— = c_, P=1,2, oo,
2 D
oo n

r cp een eindig positief getal is met 0 < cP <2,
Zonder cp expliciet uit te rekenen -~ wat erg lastig is - kunnen

(2.1) bewijzen, door aan te tonen, dat geldt

B _(n,p)
2) m, < lin > SR p=1,2, ...

D —_
n—-« n P

r mp en Mp eindige positieve getallen zijn met

2a) 0 <m_ <M <2,
1Y b=
deze § bewijzen we het bestaan van een kwadratische bovengrens van

X(n,p}, We maken hiervoor gebruik van het volgende.

5

18 2.1. Gegeven een n° graads polynoom pn(x), gedefinieerd op

,1]1 en begrensd tussen -1 en +1 op dat interval. We definiéren

ri=1, ..., n My als volgt:
i
= a4 N
Wy = max = pn(x/|.
-1<xx<1 dx

£y geldt dan de ongelijkheid

oo (no=(i-1)%) .
1= 1.3...(2i-1) > =1, ..., n.

ler geldt het gelijkteken alleen dan, als pn(x) = Tn(x), waarbij
x) het Tchebycheffpolynoom van de eerste soort is (voor definitie

§3). Dit lemma is afkomstig van W.A. Markoff.

ijs: Zie [3], blz. 82.




L

Laat nu Pn(x) van de vorm (1.1) zijn, gedefinieerd op [-8,0],
j1 (1.3) geldt. Stellen we

X =

N |

(y-1), -1y,
efiniéren we Qn(y) als volgt:

a_(y) = P (F8(y-1)), -1 <y <.

ssing van formule (1.2) geeft

i .
d B\1 .
—3 Qn(y) ‘ = (5? > i=1, ..., p.
dy y=1

ns lemma 2.1 geldt evenwel

RN 2. ) o
Q(Y)l_ .<_ 1-3---(2i-—1) N 1—1, cees Do

dyl n y= 1

Qn(y) tussen -1 en +1 begrensd is op [-1,+1].

it volgt voor B de ongelijkheid

1
2, 2 2 ;. 2\
n (n"=1)...(n"°=(i-1)°) |1 .
Big[ TN G ] g 1=l s P

het rechterlid van (2.7) monotoon dalend is in i, zoals gemakkeli]]
1 te tonen, en de ongelijkheid (2.7) opgaat voor iedere B, waarvoo
ie (1.3) geldt, komen we samenvattend tot de konklusie

2, 2 2 2\1—
bua(o0) 2 2[FE e ey

2.8) volgt dan, dat

B (nap> -
1im—9ﬁ?——12(1.3...(2p-1))1’, D=1, ...,
n-—->o n

:e het bestaan van een kwadratische majorant

1
p 2

n~ van B

=2[1.3...(2p-1)1] n,p) is aangetoond. We merken nog

max (
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ijkteken in (2.8) alleen optre

wijzen. In de volgende §§ zull

norant van B (n,p) aantonen.
max

an deze § geven we nog een tab

N

1.15470
0.81096
0.62479
0.50809
0.42811
36988
.32559
. 29077
}. 26268
.23953

0
0
U
0
12 | 0.2201h
0
0
0

w N

S VW ™ = oW
(@)

.20365
. 18946
AT

3ovengrenzen van

or
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epresentatie van Pn(x) door middel van Tchebycheffpolynomen;

ositiviteit

We definiéren het Tchebycheffpolynoom van de eerste soort Tn(x)

olgt:
Tn(x) = cos n(arccos x), n > 0, =1 <x < 1.
e x = cos ¢ substitueren, wordt dit

) Tn(cos $) = cos ng, n >0, 0 < ¢ < m.

3.1a) volgt de ekwivalente rekurrente definitie van Tn(x), die

oor [x] > 1 geldt:

TO(X)

1
-
lal

"
»

|
n
o]
=]
ke

!
H

Tn(x) - n-1

1dere ekwivalente definitie van Tn(x), hoewel niet voor de hand

nd, is

— ]
i=0 (E)i i!

1j voor een reéel getal a (a)i als volgt is gedefinieerd
(a). =1, (a)i = a(at1) ... (a+i-1), 1 > 1,

het bewijs van de ekwivalentie van (3.1) en (3.3) zie [L4L], blz. 62

We vermelden een aantal eigenschappen van het Tchebycheffpolynoom,

e nodig hebben voor de oplossing van het probleem uit §1.

T (x)] <1, -1 <x < 1

) [T (x)] = 1 «=> x = cos ii, i=0, ..., n.
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volgt onmiddellijk uit (3.1a).

_ 2t (nP-G0®) L

1.3...(21-1)

1
5) St (x) |
axt * i Ix=?

5) volgt uit (3.3) door differentiatie.

We bekijken nu weer het probleem uit §1. Pn(x) is we
m (1.1) en is gedefinieerd op [-B,0]. We kunnen Pn(x)

rijven:
n
7) p(x)= ] a. T.(1+55), -8 <x<o.

passing van de vergelijkingen (1.2) leidt tot de volge

gen voor a.:

8)

|| el

j=0

T,

1] R AR 2, .2 2 . .2

=1 | 3 (3 =1)... (3" =(i=-1)
[ 1.3...(2i=1)

belang van de representatie (3.7) van Pn(x) bligkt ui-

lling 3.1. Laat Pn(x) van de vorm (3.7) zijn, gedefin

,0] en laten voor de koé&fficiénten aj de relaties (3.8

gt uit de ongelijkheden

10) a.

; > 0, J=0, .., n=1, a_ -

ongelijkheid

de

s volgt

trek-

olgende
op
ean. Dan
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S
3 2x (8 2x
IPn(X)l = ljg-o a. T.(1 +§-)| < JZO IaJI ITJ(1 +§-)| =
(3.10) n ox (3.4) n (3.8)
= ... = .Z aj‘Tj(T + E_)I < . i-,z ay = ... =1
J=0 J=0

it volgt dus, dat
P (x)] <1, -B<x<o0.

et voorgaande blijkt dat we, om een zo groot mogelijke B te
en, een maximale B moeten bepalen waarvoor de vergelijkingen

met de nevenvoorwaarden (3.10) oplosbaar zijn. De maximaliteit -
1s echter voorwaardelijk en wel met betrekking tot de positivi-
ven a;. Slechts in é&n geval is de maximaliteit absoluut, nl. p =
We lichten dit toe aan het geval p = 1.
rking van de relaties (3.8) geeft

n
[ oyt

it volgt door eliminatie

f n-1
8 = 2(n” - ) (n°-5%)a.),
=0 J

s duidelijk, dat de maximale B, waarvoor (3.12) een oplossing
, die aan (3.8) voldoet, gelijk is aan on?, Het bijbehorende

axpolynoem is van de vorm




14) Pn(x) = Tn(1 + —5), -2n” < x < 0.
r het polynoom (3.14) n - 1 keer afwisselend aan de lijnen y = #1

kt en bovendien geldt
2 n
Pn(_gn ) = (_1) 9

doet Pn(x) dus aan alle voorwaarden van stelling 1.1. Het hier ge-
den polynoom is dus tevens een sterk minimaxpolynoom.

Voor p = 1 ging alles nog vrij eenvoudig. Voor hogere p is het
t alleen moeilijker (3.8) op te lossen, maar ook is het niet moge-

Xk daardoor (n,p) te berekenen. Bekijken we bijvoorbeeld °

Brax
geval p = 2, n = 4, dan vinden we, dat de maximale B waarvoor de
aties (3.8) en (3.10) oplosbaar zijn, gelijk is aan 10, terwijl
gens numerieke berekeningen Bmax(u’g) de waarde 12.0 ... heeft.
ruit blijkt, dat we niet mogen verwachten, door middel van de in
e § beschreven methode een sterk minimaxpolynoom te vinden. Maar
zijn de daardoor bepaalde B's kwadratisch in n, zoals in de vol-

de 8§ zal blijken.
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lethode der lineaire programmering

Volgens de vorige § moeten we een maximale B vin T
telsel
n
B\1
z t..a. = (&), i
=0 1J J 2

- de nevenvoorwaarden

aj > 0, J=0, «.., n=1, a
baar 1is.
Volgens de theorie der lineaire programmering ku pro-

op de volgende manier aanpakken:

We bepalen bij vaste B de algemene oplossing van ssen

deze bij (4.2) aan.

Daarna leggen we aan de algemene oplossing de ko at

a, maximaal 1s.

Tenslotte bepalen we de grootste B, waarvoor aan ldaan

is.

eeld p=1, n= 2.

Het stelsel

aq + a, + a, = 1,
a, + ba_ = lB
1 2 2"

als algemene oplossing
{

o
1

3x+ 1 - g8,
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rbij x een vrije parameter is. Uit de ongelijkheden (4.2) volgt,

%(%B-T) < x < 0.

deze ongelijkheld kan slechts voldaan worden, als B < 8. a, is
nelijk maximzal, als x = 0. De maximale B8, waarvoor (L.1) en (4.2)
osbaar zijn in het geval p = 1, n = 2 1s dus gelijk aan 8.

algemene oplossing van (4,1) is van de vorm
j = Os cres Iy

r fj een partikuliere oplossing 1s van het stelsel (4.1) en X3 de

emene oplossing van het homogene stelsel

=
I~
ct
"
il
<
-

(=)
i
(@]

[
(3
o]

partikuliere oplossing van (L.7) kan bepaald worden door geschikte
ongelijk 0 te kiezen en de overige a; nul te stellen. De oplossing

(L.4) kan in principe berekend worden dsoor x cres X vrij te

p‘%’? ?

zen en X. voor 1<pin X vy X uit te drukken door middel

+1°?
teruglopende rekursie. Dit 1s mogelijk, omdat tij = 0, voor i > J
stelsel (L.4) kan evenwel eenvoudiger opgelost worden, omdat (L.k

1valent 1s aan het stelsel

N
~—

[l
w
>
!!
O
|_|
i}
(@]
“
ie]

rbi] Sij bepaald wordt door de formule

D 2 .2
\ T K mll
6) Sij = i ‘ “2 IEEE 1 =0, » DP»
k=0,k#1 k -1
J =0, s I

bewijs van de ekwivalentie van (4.4) en (L.5) berust op
ssische eliminatie en kan gegeven worden door middel van volledige
uktie nsar p. We zullen het niet geven, omdat het weliswaar niet

111)k 1s, maar veel schrijfwerk kost.
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Daar nu geldt

SlJ = 61,]’ 193 A

ij 6ij het Kroneckersymbool is, kan de oplossing van (L.1) als

geschreven worden

n
a. = f. - z S.: X., 1 =0, ¢oey Po»
* jp+1 Y9
a. = x; + fl, i=p+tl, ..., n,
ij X3 (i=p+1,...,n) vrij te kiezen parameters zijn.

ling van (L4.2) geeft voor x; de nevenvoorwaarden

1}
(@]
-

coesy Doy

n
z s.: X < f., : i
J=P

+1 1 *

X. > =f., 1 =p+ly v.ec, n-1 x » =f .
1 - 19 p 2 H b n n

ssen het voorgaande toe op het geval p = 2. Een partikuliere op-

ng van (L4.1) is dan

2
=38 _ 1
o = 22t
n
2
f1=— 32 """;—Ba
b(n=-=1)
2
£ = —38 ,

£. =0, j =2, «v., n-1.

gemene oplossing van (4.1) wordt dan, na toepassing van de formu-

4.6) en (L.7)




38 i
= == - =R + 1 -
hn2 2
2 .
= '3B—+§'B+
b (n°-1)
)= -.{
= x.,
2
., .38

n hng(ng—i)

» X, 1og onbepaald

L.11) volgt, dat x

an weer, dat Xj =

s a. =7f. (J=0,...
3 j (J s

n we nog bepalen,

(n°=1).

<

wirn

t voor n » 3, dat

zijn. Uit 4

olgt

J =3,

dus maximaa
., n=1. De u
fj wordt ge

fj > 0 1is




2l

, > O volgt, dat |8| » o.

vattend komen we tot de konklusie, dat fj > 0, als geldt

) lr12(1+ 1-1—2)<s<-2-(n2-1), n>3
3 2 2P 23
n
a) 0<8 5_%n2(1 _/ 1-1% ), n > 3.
n

n = 3 geldt slechts, dat 0 < B i_%(n2_1)_
ximale B, waarvoor het stelsel (4.1) onder de nevenvoorwaarden
oplosbaar is in het geval p = 2, is dus %(n2—1), Het bijbehoren-

nimax polynoom is

2 2
2n +1 n -1
P (x) = == 5+ 5 Tn(? + —5——), - =(n
3n 3n n -1

ve in het geval n = 3 raaskt dit polynoom geen n - 2 keer aan de

n y = %1, zodat aan de voorwaarde van stelling 1.1 niet voldaan
et polynoom is dus geen sterk minimaxpolynoom, maar wel is B kwa-
sch in n.

Voor p = 1 is het iets eenvoudiger om het stelsel (4.1) op de in

§ beschreven methode op te lossen. We zullen dit niet doen, omdat
t geval al op een andere manier hebben opgelost, terwijl het

taat hetzelfde is, namelijk B = 2n2, a = 1, aj =0,

s ssey n=T1,

bben nu dus voor de gevallen p = 1,2 het bestaan van een kwadra-

e minorant van Bmax(n,p) bewezen.

Voor p » 2 1s het erg lastig, de in deze § beschreven techniek

e hand toe te passen. We zullen dan ook een andere methode ge-

en, die we in de volgende paragraaf zullen bespreken.




25

Tens geven v p =3, 4, 5 nog : voorwaardelijk
timale lie vol le techniek der lir programmering oOp
EL X8 it Matt ich Centrum werden mnd. Opgemerkt moet
; worde ; deze .ek faalt voor p+i 2p.

T —

by i b >

) 0 - -
0 - -

. 9 .20229 -

! 3 . 19090 -
0 .20992 166
2 21542 500
0 .22L83 279

: 2 22726 L19
> 22801 148
T -23099 239
L 23308 119
3 . 23095 Th
T .23517 83k
Iy 23719 112
0 .23706 001

Tabel 3
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)Jirekte bepaling van analytische oplossingen; ondergrenzen van

;max(n’p)'

Bij het oplossen van het stelsel (L.1) bleken na aanpassing aan
orwaarden (4.2) slechts weinig ko&ffici&nten groter dan O te zijn

1 alleen &, in het geval p = 1 en alleen a, en & in het geval

! We hadden deze oplossingen ook direkt kunnen vinden door alle
) an,respektievelijk a, en a ,na nul te stellen en het stelsel

op te lossen. We krijgen dan dezelfde resultaten, zoals gemak-
k is ne te gaan. Het ligt dus voor de hand, dat dit procédé te
‘aliseren is voor p > 2. Het probleem is alleen, de geschikte a.'s
1Jk nul te stellen, zodat de positiviteit behouden blijft. Op

. van X8-resultaten komen we tot de volgende keus van positieve a..

finiéren
n
k —
[2p]
ellen nu
z 0, J=0, 2k, ..., 2(p-2)k, n
a -
J
=0, voor overige J,

oberen daarna het stelsel (4.1) op te lossen. Dat komt neer op
plossen van een hogeremachtsvergelijking in B van de grasd p - 1.
We passen dit toe op het geval p = 3 en n = 6. We stellen a
ongelijk 0. (L4.1) wordt dan

0° %

&, + a, + ag = 1,
haz + 36a6 =~%B,
hag + h20a6 = %BQ,

2688a = 58°.
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de laatste drie vergelijkingen destilleren we 4
2
B° - 148 + 28 = 0,
als wortels

B =T+ v/21.

proberen hiervan de grootste wortel B = T + /21,

jegen dan de waarden

_ 14+3V21
% = T 38k
L o 10+7/21
2 128 °?
_ 20-3/21
80 7 718

zijn kennelijk alle positief.

Algemeen krijgen we voor p = 3 en n = 6k oplos

8 =8Kk2 - 1+ /o566t - 182 4 11 ,
3 15
3,2 1,2
R
6k 1152kh
1 2 3,2
N _ 2(36k —1)8- 11-8
2k 128k
_ 382—2(h0k2—1)8+576ku
ao = ]

576k "

.. n .. L.
rbij k = [g]; 8ps 8, €0 &g zijn alle positief.

nelijk geldt hier

lim §§ = 1im -8 5 =-§(1+/TZ) ~ .36277.
no>o n k+ 36k
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het geval p = 3, n = 6k heeft Bmax(n,p) dus een minorant, kwadra-

1 1n n.

We hebben in het geval p = 3 nu een analytische oplossing van

' gekonstrueerd voor het geval n een veelvoud van 6 is. Er blijven

10g vijf andere gevallen over. Berekeningen met de X8 hebben aan-

md, dat de grootheid B/n2 dan weliswaar monotoon stijgt, maar dat

)éfficiénten aj pas op den duur niet-negatief worden. We -zouden

ten iets andere keus van aj moeten maken. Daar dit een bijzonder

‘kelijke zaak is, nemen we onze toevlucht tot een kunstgreep, te
daar het ons slechts begonnen is om de vaststelling van een posi-

: ondergrens van B (n p)/nz.
max = >

ge kiezen opnieuwe ag> agk’ N a2k(p—2)’ a ongelijk O, waarbij
55] en vullen dit in (4.1) in.
'ijgen dan het stelsel
p-2 8.1
Byl v
. .+ t. = (= = .o .
jZO ti2kJ a2k3 t1nan (2) i 1=0, > P

. . 21 . .
len nu linker- en rechterlid door n“ > en krijgen dan

i=0, ..., D.

i .
,2 t$° b. = (B') H 1=0, ..., P,
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B = lim —7 >
n>° 2n
lim a,.. . j=0 p-2
n_>°o 2kJ’ 9 b b
b =
S
lim a > J = p-1,
) n>e
S
1s l=O,j=O, s P—=1,
! = 1 - -
tij P lim ti2kj’ 1 1, .y D=1,
n—>00
J=O, L] p—2:
lim tin’ i=1, ..., p-1,
n—>00
\ J = p-1

e limietovergang is geoorloofd, daar de oplossingen van (5.2)

tiok; t.
: kj ;.
¢inu afhangen van _1"214 (3=0,...,p-2) en =57 .
n n°
Uit berekeningen volgt, dat
PR 1 -
(P) 1-3-t-(2i—1‘) ? 1 1’ s Ps
j = O’ L) p-2
5) tij = 9 ] s i=0,
j = O’ 9 p-1,
1
1.3...(2i-1) > 1=1, » D,

We hoeven dus slechts uit het stelsel (5.3) een vergelijking in

te verkrijgen door eliminatie en van de oplossingen de grootste te

zen waarvoor de oplossingen bO’ RN bp_1 van (5.3) positief zijn.

le manier kan men voor willekeurige p een ondergrens van

= lim Bmax(n,p)/n2 bepalen. We hebben dit voor p = 1, ..., 15 ge-
n—-o

1 en de resultaten mp getabelleerd. Ter wergelijking hebben we
rnaast nog eens de cp en de Mp uit §1 en §2 getabelleerd. Voor

15 «+.5 15 1s nu dus het kwadratische karakter van Bmax(n’p) be-




1. 66667 0.82
36277 0.50
.23888 0.33
17403 0.26
. 13495 -
.10915 -
.09101 -
07765 -
.067L5 -
.05943
.05299
04770
.0k332
.03956
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